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Ο συσχετισµός αυτών των µεταβλητών 
περιγράφεται από το διπλανό 
σύστηµα: 

Στις αρχές της δεκαετίας του '60, ο Lorenz µελετούσε µια απλοποιηµένη από τον Saltzman 
περιγραφή διδιάστατης ροής.[2] Μετεωρολόγος στο επάγγελµα, ο Lorenz έψαχνε τότε τρόπους 
περιγραφής των ροών µάζας και θερµότητας στα ατµοσφαιρικά συστήµατα. Από το σύστηµα του 
Saltzman, ο Lorenz αποµόνωσε τρεις κρίσιµες µεταβλητές, τις εξής:

x, ανάλογη µε την ένταση της συναγωγής,•
y, ανάλογη µε τη διαφορά θερµοκρασίας µεταξύ ανερχόµενων και κατερχόµενων ρευµάτων,•
z, ανάλογη µε την απόκλιση της κάθετης θερµοκρασιακής κατανοµής από τη γραµµικότητα.•

Το σύστηµα των εξισώσεων 

Ως ελκυστής (attractor) συνήθως ορίζεται "ένα πεπερασµένο σύνολο το οποίο έλκει τροχιές". Ο 
ορισµός αυτός προέρχεται και βρίσκει συνήθως εφαρµoγή στη µελέτη δυναµικών συστηµάτων στο 
χώρο των φάσεών τους.
Συνοπτικά, η µελέτη αυτή, η οποία καθιερώθηκε κυρίως από τον Hamilton, χρησιµοποιεί ένα χώρο µε 
αριθµό διαστάσεων ίσο µε τον αριθµό των σηµαντικών µεταβλητών του προβλήµατος. Για παράδειγµα 
το εκκρεµές συνήθως µελετάται σε διδιάστατο χώρο φάσεων όπου η µια διάσταση αντιστοιχεί στην 
ταχύτητα και η άλλη στο χρόνο. Η εξέλιξη ενός δυναµικού συστήµατος στο χώρο φάσεων είναι 
συνήθως µια γραµµή, η οποία ονοµάζεται τροχιά. Όταν οι τροχιές που προέρχονται από διαφορετικές 
αρχικές συνθήκες του δυναµικού συστήµατος συγκλίνουν προς κάποιο σύνολο, το σύνολο αυτό 
λέγεται ελκυστής. Πρακτικά, ο ελκυστής αντιπροσωπεύει την τελική κατάσταση προς την οποία 
οδεύει η εξέλιξη ενός δυναµικού συστήµατος. 
Συνηθέστερες µορφές ελκυστών σε γραµµικά δυναµικά συστήµατα είναι το σηµείο και o (οριακός) 
κύκλος. Στα µη-γραµµικά δυναµικά συστήµατα εµφανίζονται ελκυστές µε "περίεργες" µορφές και 
προκλητικές µαθηµατικές ιδιότητες. Από τους πρώτους τέτοιους "περίεργους" ελκυστές ήταν αυτός 
του Lorenz.[1]

Τι είναι ελκυστής;
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Υπολογισµοί animation

Στην επόµενη σελίδα, παρουσιάζεται η γραφική απεικόνιση της τριάδας (x,y,z) καθώς και η εξέλιξη 
της κάθε µιας από αυτές τις ποσότητες µε το χρόνο. Ενώ η εξέλιξη της κάθε ποσότητας είναι 
απρόβλεπτη και δεν παρουσιάζει αναγνωρίσιµες µορφές, η συνολική εξέλιξη της τριάδας σχηµατίζει 
τον ελκυστή του Lorenz, δηλαδή µια σαφή, αναγνωρίσιµη µορφή.
Το χαρακτηριστικό που τράβηξε το ενδιαφέρον στη µελέτη της λύσης είναι το εξής: ενώ για µικρές 
µεταβολές των αρχικών συνθηκών ή των παραµέτρων σ, b και r η εξέλιξη κάθε µεταβλητής µε το 
χρόνο αλλάζει δραµατικά, η µορφή του ελκυστή παραµένει ως έχει .
Τα γραφήµατα της επόµενης σελίδας µπορούν να µετατραπούν σε κινούµενα (animation), ώστε να 
καταστεί πιο παραστατική η εξέλιξη των ποσοτήτων x,y,z συναρτήσει του χρόνου. Για τη δηµιουργία 
του animation θα πρέπει να γίνουν τα εξής βήµατα:

Από το µενού Tools, επιλέξτε Animation -> Record.1.
Επιλέξτε όλη την περιοχή των γραφηµάτων µε το ποντίκι, κάνοντας κλικ στην πάνω αριστερή 2.
πλευρά του πρώτου γραφήµατος και µετακινώντας το δείκτη, µε πατηµένο το αριστερό πλήκτρο 
του ποντικιού, µέχρι την κάτω δεξιά πλευρά του τελευταίου γραφήµατος.
Στο παράθυρο διαλόγου που άνοιξε µετά την εντολή Animation -> Record, δώστε στη µεταβλητή 3.
FRAME τιµές από 1 έως 300, µε βήµα 20 frames/sec και πατήστε το Animate.
Το video που θα δηµιουργηθεί µπορεί να σωθεί και να αναπαραχθεί ανεξάρτητα από το Mathcad. 4.
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Given

steps 6000:=end 50:=start 0:=
Το Mathcad, στις νεότερες εκδόσεις του, 
προσφέρει τη δυνατότητα επίλυσης 
συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων µέσω 
συµβολισµού παραπλήσιου µε τον 
αναλυτικό και παρόµοιου µε αυτόν που 
χρησιµοποιείται για την επίλυση 
αλγεβρικών συστηµάτων. Εάν η έκδοση 
που χρησιµοποιείται δεν αναγνωρίζει την 
Odesolve, στο τέλος του εγγράφου 
παρατίθεται η επίλυση µε την 
(συµβατότερη) rkfixed.

Λύση των εξισώσεων Lorenz
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Στο πρώτο γράφηµα παρουσιάζεται η τροχιά του συστήµατος Lorenz στο χώρο φάσεων [x,y,z]. Στα 
επόµενα τρία γραφήµατα παρουσιάζεται η µεταβολή του x, του y και του z αντίστοιχα, συναρτήσει του 
χρόνου t.

Ο ελκυστής του Lorenz
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Αναφορές

1. Lorenz, Edward N., "Deterministic nonperiodic flow". Journal of Atmοsph.Sci. 20:130. 1963

2. Μια πολύ καλή περιγραφή των εξισώσεων διδιάστατης ροής που οδήγησαν στις εξισώσεις του 
Lorenz δίνεται στη διεύθυνση http://mathworld.wolfram.com/LorenzAttractor.html

Λύση µε τη µέθοδο rkfixed
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