
Ταλάντωση Ελαστικής Χορδής 
 
1. Λεκτική περιγραφή προβλήµατος 
Ελαστική χορδή είναι τεντωµένη µεταξύ των σηµείων Α και Β. Με εξωτερική 
επίδραση, η χορδή αποκτά αρχική παραµόρφωση και µετά αφήνεται ελεύθερη. Λόγω 
δυνάµεων ελαστικότητας η χορδή υφίσταται ταλάντωση. Ζητείται να υπολογισθεί η 
µετατόπιση των σηµείων της χορδής ε το χρόνο, u (x, t), όπου u 
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η µετατόπιση της χορδής στο σηµείο x και τη χρονική στιγµή t. 
 
2. Μαθηµατικοποίηση του προβλήµατος 
Η χορδή θεωρείται ελαστική που σηµαίνει ότι δεν µπορούν να αναπτυχθούν ροπές 
κάµψης κατά το µήκος της, κατά συνέπεια οι δυνάµεις που αναπτύσσονται κατά 
µήκος της χορδής είναι εφελκυστικές. Έστω 0ρ  η πυκνότητα του υλικού της χορδής 
ανά µονάδα µήκους της χορδής, τότε οι νόµοι διατήρησης γράφονται: 
 
2.1 Νόµος διατήρησης µάζας 
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Σε κάθε µήκος ∆x, αντιστοιχεί µια πυκνότητα υλικού ( )tx,ρ  και µήκος χορδής ds. 
Συνεπώς η διατήρησης µάζας γράφεται: 
 
 
 
 
Για ∆x τείνον στο µηδέν, προκύπτει ότι η πυκνότητα υλικού της χορδής εξαρτάται 
από την διαµόρφωση της χορδής σύµφωνα µε τη σχέση: 
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όπου το µήκος ds της χορδής ισούται µε dx
x
u
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2.2 Ισορροπία δυνάµεων στην κατεύθυνση x 
Η ισορροπία των δυνάµεων εφελκυσµού στην κατεύθυνση x δίνουν την ακόλουθη 
σχέση 
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Η εξίσωση αυτή δίνει το συµπέρασµα ότι σε κάθε θέση x της χορδής ισχύει 
 

( )taT τ=cos  
 
όπου τ(t) σταθερή ποσότητα ίση µε την τάνυση της χορδής στα άκρα της (που 
µπορεί να είναι µεταβλητή στο χρόνο). 
 
2.3 Ισορροπία δυνάµεων στην κατεύθυνση u. 
Στην κατεύθυνση u γίνεται η ταλάντωση της χορδής που για γενικότητα τη θεωρούµε 
ότι βρίσκεται στο κατακόρυφο επίπεδο. Εφαρµόζοντας το νόµο του Νεύτωνα για 
στοιχείο ds της χορδής προκύπτει: 
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όπου ο τελευταίος όρος εκφράζει γραµµικό όρο απόσβεσης 
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Για ∆x τείνον στο µηδέν προκύπτει ότι: 
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Η µερική διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξης ως προς χρόνο και χώρο εκφράζει την 
ταλάντωση της χορδής. 
 
2.4 Οριακές συνθήκες 
Για την επίλυση της διαφορικής εξίσωσης απαιτούνται κατάλληλες οριακές συνθήκες 
που να οδηγούν σε µοναδική λύση το πρόβληµα. 
Στη χρονική στιγµή t = 0, η χορδή έχει µια αρχική παραµόρφωση καθώς και µια 
αρχική ταχύτητα (απελευθέρωση). 
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Κατόπιν για κάθε χρονική στιγµή (t > 0) τα άκρα της χορδής είναι στερεωµένα. 
 
( ) ( )
( ) ( ) 0,,0,

0,0,0,0
==
==
tLutLu
tutu

t

t  

 
Η εξίσωση ταλάντωσης της χορδής ονοµάζεται εξίσωση κύµατος, εκφράζει δε την 
εγκάρσια µετάδοση κύµατος. Αντίστοιχη εξίσωση: 
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Ισχύει για διαµήκη µετάδοση κύµατος µέσα σε ελαστικό µέσο, µε υλικό που έχει 
πυκνότητα ρ και µέτρο ελαστικότητας Ε. C είναι η ταχύτητα µετάδοσης της 
διαταραχής. 
 
3. Αδιαστατοποίηση προβλήµατος 
Σηµειώνουµε ότι οι ανεξάρτητες µεταβλητές του προβλήµατος είναι οι t και x. 
Επιλέγεται ως κλίµακα χρόνων το t0 και µήκους x0. Εξαρτηµένη µεταβλητή του 
προβλήµατος είναι η µετατόπιση u. Επιλέγεται η u0 ως κλίµακα µέτρησης των 
µετατοπίσεων. 
Ορίζονται τα αδιάστατα µεγέθη: 
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οπότε η εξίσωση κύµατος γράφεται: 
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Αν δεχθούµε ότι οι επιδράσεις βάρους και απόσβεσης είναι αµελητέες τότε: 
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Η παράµετρος  εξαρτάται από την κλίµακα µηκών και κλίµακα χρόνου. Μπορεί να 
επιλεγεί ως x

C′
0 ίση µε το µήκος L της χορδής. Η κλίµακα χρόνου t0 µπορεί να επιλεγεί 

τέτοια ώστε . Στην περίπτωση αυτή 1=′C
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Η εξίσωση κύµατος τότε γράφεται σε αδιάστατη µορφή 
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Συγχρόνως όµως πρέπει να αδιαστατοποιηθούν και οι οριακές συνθήκες. 
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