
∆ιανοµή θερµοκρασίας και βαθµός απόδοσης πτερυγίων ψύξης 
 
9.1  Λεκτική Περιγραφή του φυσικού προβλήµατος 
 
Για την αποδοτικότερη ψύξη επιφανειών και γενικότερα για την αύξηση του ρυθµού 
συναλλαγής θερµότητας από επιφάνεια προς τον περιβάλλοντα χώρο 
χρησιµοποιούνται πτερύγια ψύξης της επιφάνειας. 
 
Παράδειγµα, τα πτερύγια ψύξης των αερόψυκτων εµβολοφόρων κινητήρων των 
µοτοποδηλάτων ή και τα πλέον σύνθετης µορφής πτερύγια ψύξης ή επαύξησης 
συναλλαγής θερµότητας των εναλλακτών θερµότητας. Τα πτερύγια ψύξης µπορεί να 
είναι ορθογωνικής διατοµής, τριγωνικής, ελλειπτικής κλπ. 
 
Στο παρόν πρόβληµα θα εξετασθούν µερικές µορφές πτερυγίων και θα αξιολογηθούν 
από την άποψη αποδοτικότητάς των ως προς τη δυνατότητά τους να επαυξήσουν τη 
συναλλαγή θερµότητας. 
 
 
9.2  Κατάστρωση µαθηµατικού προβλήµατος 
 
Ο νόµος θερµικής αγωγιµότητας του Fourier µαζί µε τη διατήρηση της θερµικής 
ενέργειας αποτελεί τη βάση της µαθηµατικής προσοµοίωσης του προβλήµατος που 
λεκτικά περιγράφηκε στην παράγραφο 9.1. 
 
Το πτερύγιο βρίσκεται σε περιβάλλοντα χώρο θερµοκρασίας Τ0 και ψύχεται έχοντας 
συντελεστή συναγωγής θερµότητας µε το περιβάλλον ίσο µε α. Η θερµοκρασία στη 
βάση του πτερυγίου λαµβάνεται σταθερή και ίση µε ΤΒ. Για απλοποίηση του 
προβλήµατος δεχόµαστε ότι η θερµοκρασία στο πτερύγιο µεταβάλλεται µόνο κατά 
την κατεύθυνση x, µετατρέποντας έτσι το πρόβληµα σε µονοδιάστατο. 
Ο ενεργειακός ισολογισµός στον όγκο ελέγχου µήκους x∆  είναι ως εξής: 
 
Ο νόµος αγωγής του Fourier δίνει ότι δια την επιφάνειας Α(x) (ανά µονάδα βάθους) 
διέρχεται το ποσόν θερµότητας (προς µεγαλύτερα x το ποσόν θερµότητας θεωρείται 
θετικό)  
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ενώ δια της επιφάνειας  εξέρχεται το ποσόν θερµότητας ( xxA ∆+ )
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όπου Κ ο συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας του υλικού του πτερυγίου. 
Ο διαγραµµισµένος χώρος όπου γίνεται ενεργειακός ισολογισµός αποδίδει θερµότητα 
προς το περιβάλλον δια συναγωγής ίση µε 
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όπου 
∆s η παράπλευρη (ανά µονάδα βάθους) επιφάνεια συναλλαγής θερµότητας του 
πτερυγίου. 
 
Αν θεωρήσουµε ότι η θερµική κατάσταση του πτερυγίου είναι αµετάβλητη µε το 
χρόνο, τότε ο θερµικός ενεργειακός ισολογισµός γράφεται 
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ή σε διαφορική µορφή 
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ή για σταθερό συντελεστή θερµικής αγωγιµότητας Κ 
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Οριακές συνθήκες 
Το πρόβληµα είναι ελλειπτικού τύπου, άρα απαιτούνται οριακές συνθήκες στα άκρα 
του πτερυγίου, δηλαδή για  και 0=x Lx = . 
Η βάση του πτερυγίου διατηρείται σε σταθερή θερµοκρασία ΤΒ, οπότε η αντίστοιχη 
οριακή συνθήκη γράφεται 
 

LxTT B == ,         (9.2) 
 
Στην κορυφή του πτερυγίου, x = 0, λόγω της µηδενικής εγκάρσιας επιφάνειας, το 
πσόν θερµότητας που µεταφέρεται µε αγωγή θα είναι µηδέν, οπότε, µπορεί να 
γραφεί ως: 
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(αυστηρά η οριακή αυτή συνθήκη είναι ασθενής από φυσική άποψη. Τα 
αποτελέσµατα δεν αλλάζουν αν τοποθετηθεί ως οριακή συνθήκη ο µηδενισµός της 
δευτέρας παραγώγου, που όµως κάνει το πρόβληµα από µαθηµατική άποψη µη 
σωστά τοποθετηµένο). Για πτερύγιο ορθογωνικής διατοµής η οριακή συνθήκη θα 
είναι: 
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Η διαφορική εξίσωση (9.1) µαζί µε τις οριακές συνθήκες (9.2) και (9.3) αποτελούν τη 
µαθηµατική έκφραση του φυσικού προβλήµατος. 
 
Η γενική µορφή της εξίσωσης (9.1) η οποία µπορεί να εκφράζει µια µεγάλη κατηγορία 
φυσικού προβλήµατος είναι η 
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Η εξίσωση αυτή µαζί µε τις κατάλληλες οριακές συνθήκες στα άκρα (x=0 και x=L) 
εκφράζει τα διάφορα φυσικά προβλήµατα. 
 
9.3 Αδιαστατοποίηση του µαθηµατικού προβλήµατος 
 
Η αδιαστατοποίηση του µαθηµατικού προβλήµατος οδηγεί στην εµφάνιση 
αδιαστάτων αριθµών που ελέγχουν το πρόβληµα και µειώνουν την πολυ-
παραµετρικότητά του. Τέτοιοι αριθµοί είναι οι γνωστοί αριθµοί της Ρευστοµηχανικής 
Reynolds, Mach, Froude κλπ. Και οι αριθµοί Nusselt, Bio, Eckert για φαινόµενα που 
έχουν σχέση µε συναλλαγή θερµότητας. 
 
Στη συγκεκριµένη περίπτωση, το φυσικό φαινόµενο ελέγχεται από τη διαφορά των 
θερµοκρασιών ( 0TTB )− , από τις ιδιότητες του υλικού (συντελεστής θερµικής 
αγωγιµότητας), του συντελεστή συναγωγής α και τέλος από τη γεωµετρία του 
πτερυγίου. 
Η ανεξάρτητη µεταβλητή x έχει κλίµακα µήκους L, ενώ ως κλίµακα αδιαστατοποίησης 
θερµοκρασιών λαµβάνει 
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Η διαφορική εξίσωση αδιαστατοποιείται ως: 
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Ορίζεται αδιάστατη θερµοκρασία και µήκος 
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Η ποσότητα 
K
Lα

 εκφράζει το γνωστό αριθµό Nusselt, KLNu α= . 
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Οπότε 
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ο αριθµός Ε(x*) αποτελεί έκφραση ενός γενικευµένου αριθµού Nusselt. 
 
9.4 Τυπικά µεγέθη του φυσικού προβλήµατος 
 
Τα πτερύγια ψύξης κατασκευάζονται από διάφορα υλικά, αναλόγως τις περιοχές 
εφαρµογής των, όπως κράµατα αλουµινίου (πτερύγια ψύξης ΜΕΚ) ή από χαλκό 
(πτερύγια εναλλακτών θερµότητας). Ο πίνακας που ακολουθεί δίνει τυπικές τιµές 
θερµικής αγωγιµότητας κάποιων υλικών. 
 

Υλικά Κ (Wm-1 κ-1) Cp (J  g-1 κ-1) 
Αλουµίνιο 190 0,90 
Χαλκός 390 0,39 
Σίδηρος 78 0,45 
Μόλυβδος 37 0,13 
Χάλυβας 46 0,49 

Ψευδάργυρος 6,3 0,23 
Γρανίτης 2,5 0,88 

 



Στον πίνακα επίσης δίνονται τιµές του συντελεστή θερµοχωρητικότητας του υλικού 
Cp µέγεθος που θα χρησιµοποιηθεί σε επόµενη άσκηση µαθηµατικής προσοµοίωσης. 
 
Προκειµένου να συγκριθεί η αποδοτικότητα ψύξης των πτερυγίων συγκρίνονται οι 
βαθµοί απόδοσης των πτερυγίων (ίδιου ύψους L). 
 
Ορίζεται βαθµός απόδοσης του πτερυγίου, η ποσοστιαία επαύξηση της 
εναλλασσόµενης ποσότητας θερµότητας. 
 
Ετσι, 
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Επίσης ο βαθµός απόδοσης του πτερυγίου µπορεί να γραφεί ως 
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9.5 Ειδικές περιπτώσεις 
 
9.5.1 Πτερύγιο τριγωνικής µορφής 
 
Η έκφραση της συνάρτησης Α(x) είναι 
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οπότε οι συντελεστές (από τα αδιάστατα µεγέθη) 
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9.5.2 Πτερύγιο παραβολικής µορφής Ι 
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9.5.3 Πτερύγιο παραβολικής µορφής ΙΙ 
 
Το πτερύγιο αυτό έχει αναλυτική έκφραση 
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9.5.4 Πτερύγιο ορθογωνικής µορφής 
 
Στην περίπτωση αυτή η οριακή συνθήκη στην “κορυφή” του πτερυγίου (x = 0) είναι 
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Επίσης: 
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